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Iнтегральний iнтерполяцiйний ланцюговий дрiб
типу Тiле
Побудовано iнтерполяцiйний iнтегральний ланцюговий дрiб типу Тiле, який є приро-
дним узагальненням класичного дробу Тiле.
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Узагальнення дробiв Тiле дослiджували ряд авторiв (див., наприклад, [1–3] та iн.). В робо-
тi [4] було показано, як граничним переходом у iнтерполяцiйному iнтегральному полiномi
типу Ньютона одержати iнтерполяцiйний iнтегральний полiном типу Ермiта. Тому приро-
дним чином виникло питання: чи не можна подiбним граничним переходом у iнтерполяцiй-
ному iнтегральному ланцюговому дробi (IIЛД) [5] перейти до iнтерполяцiйного iнтеграль-
ного ланцюгового дробу типу Ермiта iз довiльною кратнiстю кожного з iнтерполяцiйних
вузлiв. Стосовно дробового випадку з точки зору складностi ситуацiя виявилася протиле-
жною. Справедливим є таке твердження.
Лема. Нехай QISn (x) — скалярний iнтерполяцiйний ланцюговий дрiб, одержаний з iн-
тегрального ланцюгового дробу QIn(x()) у припущеннi, що всi iнтерполяцiйнi вузли з кар-
каса xi(z), i = 0; 1; : : : ; n, i аргумент x(z) є тотожними сталими. Для того щоб iснував
IIЛД типу Ермiта QEn (x()) з довiльною кратнiстю iнтерполяцiйних вузлiв, отриманий
граничним переходом з QIn(x()), необхiдно i достатньо, щоб iснував ЛД типу Ермiта
QEn (x) з такою ж кратнiстю iнтерполяцiйних вузлiв, одержаний граничним переходом
з QISn (x).
Доведення не викликає жодних ускладнень.
Проiлюструємо вищенаведене твердження на такому прикладi. Для сталих x(z), xi(z),
i = 0; 1; 2, будемо мати
QIS2 (x) = F (x0) +
(x  x0)l1
1 + (x  x0)(x  x1)l2 ; (1)
де l1, l2 — iнтеграли вiд вiдповiдних ядер. Покладемо x1 = x0 +  та пiдставимо цей вираз
у (1). Тодi одержимо
l1 =
f(x0 + )  f(x0)

; l2 =
f(x0 + 2)  2f(x0 + ) + f(x0)
22(f(x0)  f(x0 + 2)) :
Перейдемо до границi, коли  ! 0. Отримаємо
lim
!0
QIS2 (x) = f(x0): (2)
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Iз (2) випливає, що не iснує iнтерполяцiйного дробу типу Ермiта QE2 (x), у якого x0 є трикра-
тним iнтерполяцiйним вузлом, а отже, не iснує IIЛД QE2 (x()) типу Ермiта з трикратним
iнтерполяцiйним вузлом.
Таким чином, одержати IIЛД типу Ермiта шляхом граничного переходу з IIЛД типу
Ньютона можна тiльки тодi, коли кожний з iнтерполяцiйних вузлiв має кратнiсть не вище
двох.
Отже, виникають такi задачi:
1) знайти такий звичайний IЛД, щоб шляхом граничного переходу одержати звичайний
IЛД типу Ермiта з довiльною кратнiстю кожного з вузлiв;
2) узагальнити одержаний результат на IIЛД типу Ермiта.
Розв’язком першої задачi є iнтерполяцiйний дрiб Тiле. Так, з двоповерхового IЛД Тiле
T2(x) = f(x0) +
(x  x0)f(x0; x1)
1 + (x  x1)f(x0; x1; x2)
f(x0; x2)
(3)
застосуванням граничного переходу одержуємо IЛД типу Ермiта з трикратним iнтерполя-
цiйним вузлом
TE2 (x) = (f(x0) +
(x  x0)f 0(x0)
1  (x  x0)f
00(x0)
2[f 0(x0)]
(пiсля очевидних перетворень).
Справедливiсть твердження леми для загального випадку випливає iз результатiв, ви-
кладених у монографiї [6].
Переходимо до розв’язування другої задачi. Почнемо з часткового випадку. Узагальне-
ння формули Тiле на двоповерховий IIЛД є таким:
T2(x()) = F (x0()) + l1(x()  x0())
1 + l2(x()  x1()) ;
l1(x()  x0()) =
1Z
0
[x(s1)  x0(s1)]K1(s1) ds1 =
=  
1Z
0
x(s1)  x0(s1)
x1(s1)  x0(s1)
d
ds1
[F (x0;1(; s1))  F (x0())]ds1;
l2(x()  x1()) =
1Z
0
[x(s2)  x1(s2)]K2(s2) ds2 =
=  
1Z
0
x(s2)  x1(s2)
x2(s2)  x1(s2)
d
ds2
26664
1Z
0
K1(s1)[x1;2(s1; s2)  x0(s1)] ds1
F (x1;2(; s2))  F (x0())
37775ds2;
xi 1;i(si 1; si) = xi 1(si 1) +H(si 1   si)(xi(si 1)  xi 1(si 1)):
(4)
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Перевiримо iнтерполяцiйнi умови. Пiдставимо в (4) x1;2(z; ) = x1(z)+H(z )(x2(z) x1(z)),
тодi отримаємо
l2(x1;2(; )  x1()) =
=  
1Z
0
x1;2(s2; )  x1(s2)
x2(s2)  x1(s2)
d
ds2
26664
1Z
0
K1(s1)[x1;2(s1; s2)  x0(s1)] ds1
F (x1;2(; s2))  F (x0())
37775ds2 =
=  
1Z

d
ds2
" s2Z
0
K1(s1)[x1(s1)  x0(s1)]ds1 +
+
1Z
s2
K1(s1)[x2(s1)  x0(s1)] ds1
!
(F (x1;2(; s2))  F (x0())) 1
#
ds2 =
=  
1Z
0
K1(s1)[x1(s1)  x0(s1)] ds1
F (x1())  F (x0()) +
+
Z
0
K1(s1)[x1(s1)  x0(s1)] ds1 +
1Z

K1(s1)[x2(s1)  x0(s1)] ds1
F (x1;2(; ))  F (x0()) =
=  1 +
 F (x0;1(; )) + F (x1()) +
1Z

K1(s1)[x2(s1)  x0(s1)] ds1
F (x1;2(; ))  F (x0()) ;
l1(x1;2(; )  x0()) =  F (x0;1(; )) + F (x1()) +
1Z

K1(s1)[x2(s1)  x0(s1)] ds1
i
T2(x1;2(; )) = F (x0()) + l1(x1;2(; )  x1())
1 + l2(x1;2(; )  x1()) = F (x1;2(; ));
тобто iнтерполяцiйна умова на континуальному вузлi x1;2(z; ) = x1(z) +H(z   )(x2(z)  
 x1(z)) є виконаною. Перевiрка виконання iнтерполяцiйної умови у вузлi x0(z) не викликає
жодних ускладнень.
Перейдемо до одержання загальної iнтегральної формули типу Тiле. Шукаємо цю фор-
мулу, використовуючи форму запису У. Джонса, В. Трона [7] у виглядi
Tn(x()) = F (x0()) + l1(x()  x0())jj1 +
l2(x()  x1())j
j1 + : : :
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: : :+
ln 1(x()  xn 2())j
j1 +
ln(x()  xn 1())j
j1 : (5)
Позначимо у такий спосiб i-й пiдхiдний дрiб дробу (5) (див. [6, 7]):
Ti(x()) = Ai(x())
Bi(x()) ;
Bi(x()) = Bi 1(x()) + li(x()  xi 1())Bi 2(x());
i = 1; 2; : : : ; B 1(x()) = 0; B0(x()) = 1;
Ai(x()) = Ai 1(x()) + li(x()  xi 1())Ai 2(x());
i = 1; 2; : : : ; A 1(x()) = 1; A0(x()) = F (x0()):
(6)
Iз (6) знаходимо
li(x()  xi 1()) =   Ai 1(x())  Ti(x()Bi 1(x())
Ai 2(x())  Ti(x())Bi 2(x()) ; i = 1; 2; : : : : (7)
Аналiз скалярної формули Тiле вказує на структуру, яку повинен мати функцiонал
li(x()   xi 1()), а саме:
li(x()  xi 1()) =
1Z
0
Ki(si)[x(si)  xi 1(si)] dsi: (8)
Iз (7), (8) ми можемо визначити ядро Ki(s). Замiнимо x(s) на
xi 1;i(s; ) = xi 1(s) +H(s  )[xi(s)  xi 1(s)]:
Тодi пiсля диференцiювання за змiнною  одержуємо
Ki() =
1
xi()  xi 1()
d
d
Ai 1(xi 1;i(; ))  F (xi 1;i(; ))Bi 1(xi 1;i(; ))
Ai 2(xi 1;i(; ))  F (xi 1;i(; ))Bi 2(xi 1;i(; )) : (9)
Теорема. Нехай для функцiонала F (x()), що дiє з простору кусково-неперервних фун-
кцiй зi скiнченною кiлькiстю розривiв першого роду Q(0)[0; 1] у R1, виконуються умови
F (xi()) = gi; i = 1; 2; : : : ; n; F (xn 1;n(; )) = gn 1;n();  2 [0; 1];
i нехай F (x()) належить до класу функцiоналiв, для яких визначений та iснує iнтеграль-
ний дрiб (5). Тодi цей дрiб є IIЛД на множинi iнтерполяцiйних вузлiв xi(s), i = 0; 1; : : : ; n,
xn 1;n(s; ),  2 [0; 1], тобто задовольняє умови
Tn(xi()) = gi; i = 0; 1; : : : ; n; Tn(xn 1;n(; )) = gn 1;n();  2 [0; 1];
остання з яких є континуальною.
Неважко переконатися, що коли x(s), xi(s), i = 0; 1; : : : ; n, є сталими, формула (5) з ура-
хуванням (7)–(9) має вигляд скалярного дробу Тiле. Дiйсно, в цьому випадку iз (9) отри-
муємо iнтерполяцiйний дрiб
F (x0) +
(x  x0)l1(1)j
j1 +
(x  x1)l2(1)j
j1 + : : :+
(x  xn 2)ln 1(1)j
j1 +
(x  xn 1)ln(1)j
j1 ;
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який буде дробом Тiле за умови виконання спiввiдношень
vi(xi) =
1
li(1)
; i = 1; 2; : : : ; n; (10)
де vi(xi), i = 1; 2; : : : ; n, — оберненi роздiленi рiзницi (див. [7]). Доведення (10) здiйснюється
за допомогою методу математичної iндукцiї.
Отже, ми показали, що для IIЛД (5) вищенаведена лема є справедливою.
Для того щоб одержати IIЛД типу Тiле, який задовольняє континуальнi iнтерполяцiйнi
умови
Tn(xi 1;i(; )) = Fn(xi 1;i(; ));  2 [0; 1]; i = 1; 2; : : : ; n;
треба визначати ядра у формулах (8) у iншiй спосiб. Для iлюстрацiї зупинимося на двопо-
верховому дробi та заради спрощення вiзьмемо за каркас
x1(s) = x0(s) + ; x2(s) = x0(s) + + :
Тодi для визначення ядер Ki(si), i = 1; 2, отримаємо систему iнтегральних рiвнянь
T2(xi 1;i(; )) = F (xi 1;i(; )); i = 1; 2;
розв’язком якої є
K2() =
d
d
(
1

[F (x0;1(; ))  F (x0(; ))]  1


F (x1;2(; ))  F (x0())
F (x2())  F (x0()) (+ )  



1Z
0
K1(s1)ds1
)
[F (x0;1(; )) + F (x1;2(; ))  2F (x0())] 1;
1Z
0
K1(s1)ds1 =
1

[F (x1())  F (x0())];
K1() =   1

d
d
[F (x0;1(; ))  F (x0())]
"
1  
Z
0
K2(s2)ds2
#
:
Якщо x(s), x0(s) тотожно сталi, то з попереднiх формул одержимо дрiб Тiле у формi (3).
Наведемо деякi мiркування стосовно граничного переходу у формулi (5) з метою одер-
жання IIЛД типу Тiле–Ермiта, i зробимо це на прикладi часткового випадку (4). Нехай
x1(s) = x0(s) + ; x2(s) = x0(s) + 2:
Тодi для всiх x(s), для яких x(s)   x0(s)  const, iснує границя дробу (4), коли  ! 0,
i вона є такою:
TE2 (x()) = F (x0()) +
(x(0)  x0(0))F 0(x0())
1  (x(0)  x0(0))F
00(x0())
2[F 0(x0())]
: (11)
Неважко перевiрити, що дрiб (11) дiйсно має трикратний iнтерполяцiйний вузол x0(s).
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У загальному випадку граничного переходу iз (6), коли  прямує до 0 i за iнтерпо-
ляцiйнi вузли вибрано xi(s) = x0(s) + i, i = 1; 2; : : : ; n, можна одержати формулу типу
Тiле–Тейлора аналогiчно до вiдповiдної формули Тiле–Тейлора (3.42) iз [6, с. 48]. Технi-
чно набагато складнiше за допомогою граничного переходу з (5) одержати формулу типу
Тiле–Ермiта з довiльними кратностями iнтерполяцiйних вузлiв. При цьому жодних теоре-
тичних ускладнень не виникає.
Зауваження. Якщо покласти у (5) xi(s)  const, x(s)  const, то одержимо звичайний
IЛД, який не мiстить обернених рiзниць, що може бути корисним у застосуваннях. Разом
з тим пiсля деяких перетворень IЛД набуває вигляду дробу Тiле.
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Интегральная интерполяционная цепная дробь типа Тиле
Построена интерполяционная интегральная цепная дробь типа Тиле, которая является
естественным обобщением классической дроби Тиле.
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An integral interpolation chain fraction of the Thiele type
An integral interpolation chain fraction of the Thiele type has been constructed. This fraction is a
natural generalization of the classical Thiele contiunued fraction.
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